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上节课回顾

图神经网络发展历史

图神经网络的设计
1 Aggregation
2 Update

What? How? Why?
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神经消息传递（Neural Message Passing）

神经消息传递（Neural Message Passing）
神经网络传递（Neural Message Passing）是指节点间传递特征信
息并使用神经网络更新的一种机制。
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神经消息传递（Neural Message Passing）

神经消息传递的数学形式：

h(k+1)
u = UPDATE(k)

(
h(k)
u , AGGREGATE (k)

({
h(k)
v , ∀v ∈ N (u)

}))
= UPDATE(k)

(
h(k)
u ,m(k)

N (u)

)
,

核心模块：

1 Aggregate
2 Update
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GraphSAGE[Hamilton et al., 2017]

研究动机

现有的 Graph Embedding 的方法大多要求图中所有的点在训练阶
段出现过，对于训练阶段未出现的节点学习节点表征，需要对整
个网络进行重新训练。

Transductive VS Inductive

GraphSAGE 由邻居采样、邻居特征聚集和训练三部分组成
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GraphSAGE——邻居节点采样

研究动机
1 网络中存在度比较大的节点，整合邻居信息复杂度高

2 网络中节点度差异较大，模型训练不稳定

GraphSAGE 邻居节点采样
对于每个节点采样固定数量 S 的邻居，若节点邻居数小于 S，则
采用有放回的抽样方法，否则采用无放回的抽样。

网络的不同层之间使用独立的 Random Walk 采样，同一个节点在
不同层采样得到邻居的概率是不同的。
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GraphSAGE——Aggregation

在 GraphSAGE 的每一层，都执行两个操作：

1 从邻居节点中聚集特征

2 通过神经网络生成目标节点的特征
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GraphSAGE——Aggregation

GraphSAGE 的前向传播
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GraphSAGE——Aggregation

GraphSAGE aggregation 函数：

hk
v = σ

(
W k · CONCAT

(
hk−1
v ,AGG

(
{hk−1

u , ∀u ∈ N (v)}
)))

GraphSAGE 在聚合过程中，对于每一层的节点表示都进行了 L2
的标准化。

hk
v ←

hk
v

∥hk
v∥2

, ∀v ∈ V where ∥u∥2 =
√∑

i u
2
i

表征的标准化使得所有的向量都有了相同的尺度。一定程度上可
以使模型训练更稳定，并带来一定的效果提升。
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GraphSAGE——Aggregation

为了在 Aggregation 过程中保留图的 permutation invariant，
GraphSAGE 中尝试了三种聚集函数：

Mean aggregator
LSTM aggregator
Pooling aggregator
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GraphSAGE——Mean AGG

hk
v ← σ(Wk ·MEAN({hk−1

v } ∪ {hk−1
u , ∀u ∈ N (v)}))

在 Mean aggregator 中，MEAN 操作替代了 CONCAT 操作。
除了对邻居节点的特征求平均，还将目标节点本身也看作了
它的邻居节点，权重是相同的。

与 CONCAT 的区别：CONCAT 对于一个目标节点输出的
size 是（1，2D），再通过 Wk 来变换成（1，D）。而 Mean
aggregator 的结果 size 是（1，D）。
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GraphSAGE——LSTM AGG

相较于 Mean aggregator，LSTM aggregator 具有更强的表示
能力，但它本质上并不是对称的，需要按照输入的顺序来处
理数据。

因此，作者将邻居节点的向量集合随机打乱顺序，作为
LSTM aggregator 的输入。

AGGREGATELSTM
k = LSTM([hk−1

u , ∀u ∈ π(N (v))])

其中 π(·) 表示随机打乱。
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GraphSAGE——Pooling AGG

AGGREGATEpool
k = max({σ(Wpoolh

k−1
u +bpool), ∀u ∈ N (v)})

每个邻居节点都通过一个全连接网络，然后整体做
max-pooling。权重 Wpool 和 bpool 是共享的。

任何满足对称性的算子都可以用来替换 max，比如 mean。在
实验中，作者发现 mean-pooling 和 max-pooling 并没有显著
的差别。
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GraphSAGE——训练

无监督训练
节点的低维表征可以拟合节点之间的相似性：

JG(zu) = − log(σ(zTu zv))−Q · Evn∼Pn(v) log(σ(−zTu zvn))

半监督训练
节点的低维表征可以最大化半监督数据的似然：

L = −
∑
l∈YL

F∑
f=1

Ylf lnZlf
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GraphSAGE——数据集

Citation：论文分类任务（节点分类）
包含 2000 年到 2005 年六个生物学相关领域的论文，每篇论
文属于六种类别之一。数据集包含 302424 个节点，平均度
数为 9.15。

Reddit：帖子分类任务（节点分类）
包含 Reddit 上发布帖子的一个大型图数据集，节点标签为帖
子所属的社区。数据集包含 232965 个节点，平均度数为
492。

PPI：蛋白质分类任务（Graph 分类）
每个图对应一个不同的人体组织，共有 121 种标签。
平均每个图包含 2373 个节点，平均度数为 28.8。
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Graph Attention Network[Veličković et al., 2017]

GraphSAGE-mean 也可以写为

hk
v = σ(

∑
u∈N (v)

αvuW
khk−1

u )

其中 αvu = 1
|N (v)| 为节点 u 对于 v 的权重因子（重要性）。

在 GraphSAGE 中，所有邻居节点 u ∈ N (v) 对于节点 v 的重要性
都是相同的。

节点从相似的邻居搜集更多的信息，从不相似的邻居搜集更少的
信息
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GAT——attention
Attention 机制
Attention 机制通过在模型训练过程中动态调整模型对数据/特征
不同部分的权重提升模型的学习效果。在计算机视觉，自然语言
处理中取得了广泛的应用。

GAT 在图神经网络中引入了 Attention，希望关注邻居节点集合中
比较重要的部分，淡化其余部分。

如何学习每个邻居节点的 Attention 权重 αvu？
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GAT——注意力机制

GAT 对节点执行一个共享的注意力机制 a : RF ′ × RF ′ → R，
由此计算 attention 系数：

eij = a(Wh⃗i,W h⃗j)

表示节点 j 的特征对节点 i 的重要性。
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GAT——注意力机制

在最一般的机制中，所有节点对之间的 attention 系数都会被
计算，这种做法显然会丢失结构信息。

GAT 采用了一种 masked attention 的方式——仅将注意力分
配到节点 i 的邻居节点集 Ni 上，并用 softmax 对 attention
系数进行了标准化：

αij = softmaxj(eij) =
exp(eij)∑

k∈Ni
exp(eik)
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GAT——注意力机制

在 GAT 中，注意力机制 a 是由一个单层前馈神经网络来实
现的，其权重向量 a⃗ ∈ R2F ′

，并使用 LeakyReLU 作为非线性
激活函数。

由此，权重因子 α 可以表示为:

αij =
exp(LeakReLU(⃗aT [Wh⃗i||Wh⃗j]))∑

k∈Ni
exp(LeakyReLU(⃗aT [Wh⃗i||Wh⃗k]))

其中 || 表示拼接操作。
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GAT——注意力机制
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GAT——注意力机制

网络的输出特征可以通过下式得到：

h⃗′
i = σ

(∑
j∈Ni

αijWh⃗j

)
σ 为一个非线性激活函数。

周晟 (浙江大学 软件学院) 图神经网络导论 2024.11.19 24 / 94



GAT——multi-head attention

为了提高模型的拟合能力，GAT 还引入了 multi-head
attention，即同时使用多个独立的注意力机制来计算
attention 因子，并将它们的结果合并（拼接或求和）：

h⃗′
i =

K

∥
k=1

σ

(∑
j∈Ni

αk
ijW

kh⃗j

)
其中 ∥ 表示拼接操作，αk

ij 为第 k 个注意力机制 ak 产生的
attention 因子。

由于 W k ∈ RF ′×F，所以这里的 h⃗′
i ∈ RKF ′

。
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GAT——multi-head attention

对于网络的最终层，拼接操作就不再合适了。因此，可以用
求均值的方式来代替：

h⃗′
i = σ

(
1

K

K∑
k=1

∑
j∈Ni

αk
ijW

kh⃗j

)
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GAT

下图为 K=3 的 multi-head attention 示意。不同颜色的线表
示不同的 attention 机制。
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生活中的卷积

离散卷积：抛骰子游戏

抛骰子游戏
抛两个质地均匀的骰子，
总数为 8 的概率是多少？

6∑
m=2

f(8−m)g(m)
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生活中的卷积

解 卷

移 积
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生活中的卷积

肥宅快乐问题

肥宅快乐问题
如果喝一口肥宅水，可以让
快乐指数瞬间增加了 10 点，
但是快乐指数马上开始下降，
并在 10 分钟后消失。
若张三在第 0，2，4 分钟喝
了三口快乐水, 他在第 8 分钟
的快乐指数是多少？
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生活中的卷积

快乐消失曲线 10− t 间隔的快乐
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生活中的卷积

张三在第 8 分钟的快乐指数：

h(8) = [10− (8− 0)] + [10− (8− 2)] + [10− (8− 4)]

张三在小于 10 的任意时刻 t 的快乐指数：

h(t) = [10− (t− 0)] + [10− (t− 2)] + [10− (t− 4)]

定义函数 f(t) = 1, t = 0, 2, 4和 g(t) = 10− t，张三的快乐指数为：

h(T ) =

∫
R
f(t)g(T − t)dt
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生活中的卷积

快乐函数：

h(T ) =

∫
R
f(t)g(T − t)dt

1 h(T ) 表示张三在 T 时刻的快乐度

2 f(t) 表示喝可乐的信号，也就是行为

3 g(t) 表示快乐程度的信号，也就是后果

如果一个函数表示行为，另一个函数表示后果，卷积公式得到的
就是所有行为 f 在效果函数 g 的作用下产生的后果。
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生活中的卷积

连续的可乐 连续的快乐

假设究极肥宅李四在 0− 10 分钟内一直在喝可乐，那么他在第 8
分钟的快乐度有多少？
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生活中的卷积

我们同样可以写出计算式：

h(8) =

∫ 8

0

[10− (8− t)]dt

拓展到任意时刻 T

h(T ) =

∫ T

0

[10− (T − t)]dt

T ≤ 10 时，用 f(t) = 1, t ∈ [0, T ]，g(t) = (10− t) 来表达：

h(T ) =

∫
R
f(t)g(T − t)dt
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数学上的卷积

卷积的定义
卷积是一种定义在两个函数 f, g 上的数学操作 (f ∗ g)(n) ：

1 连续卷积:

(f ∗ g)(n) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(n− τ)dτ

2 离散卷积:
(f ∗ g)(n) =

∞∑
τ=−∞

f(τ)g(n− τ)

卷积的三个基本操作：翻转，滑动，叠加
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数学上的卷积

卷积的由来：

(f ∗ g)(n) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(n− τ)dτ

卷: 先对 g 函数进行翻转，相当于在数轴上把 g 函数做个轴
对称，也就是卷积的“卷”的由来。

积: 在连续情况下，积指的是对两个函数的乘积求积分，在
离散情况下就是加权求和，为简单起见就统一称为积。

周晟 (浙江大学 软件学院) 图神经网络导论 2024.11.19 39 / 94



计算机视觉上的卷积

计算机视觉训练问题
1 全连接神经网络参数过多，难以训练

2 像素间矢量位置关系容易丢失

3 与人类视觉原理难以匹配
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计算机视觉上的卷积

人类的视觉原理

从原始信号摄入开始（瞳孔摄入像素 Pixels），接着做初步处理
（大脑皮层某些细胞发现边缘和方向），然后抽象（大脑判定，眼
前的物体的形状，是圆形的），然后进一步抽象（大脑进一步判定
该物体是只气球）。
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计算机视觉上的卷积

卷积神经网络的设计动机
1 平移不变性（translation invariance）：不管检测对象出现在图
像中的哪个位置，神经网络的前面几层应该对相同的图像区
域具有相似的反应，即为“平移不变性”。

2 局部性（locality）：神经网络的前面几层应该只探索输入图像
中的局部区域，而不过度在意图像中相隔较远区域的关系，
全局的特征依靠堆叠的多层卷积进行抽样。
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计算机视觉上的卷积

h(1, 1) =f(0, 0)g(1, 1) + f(1, 0)g(0, 1) + f(2, 0)g(−1, 1)
+ f(0, 1)g(1, 0) + f(1, 1)g(0, 0) + f(2, 1)g(−1, 0)
+ f(0, 2)g(1,−1) + f(1, 2)g(0,−1) + f(2, 2)g(−1,−1)
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计算机视觉上的卷积

h(x, y) = (f ∗ g)(x, y) =
∑
m,n

f(x−m, y − n)g(m,n)
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从图像卷积到图卷积

为何要讲卷积操作从图像（Image）迁移到图（Graph）上？

图像卷积的成功
1 平移不变性（一举多得）

2 矢量信息保留（图像数据特点）

卷积用于图数据
1 共享结构特征（一举多得）

2 置换不变性（图数据特点）
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从图像卷积到图卷积

图卷积的困难
1 节点没有顺序（排列不变性）

2 节点邻居没有固定个数（难以定义统一的特征提取函数）
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生活中的傅立叶变换

时域信号难以直接分析出高、中、低音，他是怎么做到的？
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卷积与傅立叶变换

傅立叶变换的定义
傅立叶变换时一种将时域信号转换为频域信号的线性积分变换：

f̂(v) =

∫ t2

t1

f(t)e−2πivtdt

经过傅立叶变换得到的函数 f̂ 称为原函数 f 的频谱。傅立叶变换
是一种可逆变换，即可通过 f̂ 得到其原函数 f。
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傅立叶变换

傅立叶变换的假设

任何连续周期信号可以由一组适当的正弦曲线组合而成。

正弦函数的特性：正交性
任意两个不同频率的正弦波的乘积，在两者的公共周期内的积分
等于零。

基于傅立叶变换的滤波器1

1https://kknews.cc/education/p6qjkxp.html
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傅里叶变换

信号的变换
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傅里叶变换

欧拉公式：
eiθ = i sin θ + cos θ eiπ = −1

（cos θ,i sin θ）是复平面上单位圆上的点

复平面上的欧拉公式2

2https://www.bilibili.com/video/BV1Vd4y1e7pj
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傅里叶变换

把 θ = −2πft 代入，f 代表频率，t 代表时间。为了区分函数 f()
与频率 f，我们把频率记作 v∫ t2

t1

f(t)e−2πivtdt

傅立叶变换的三层操作
1 e−2πivt：用时间和频率描述的复平面上的单位向量, 负号表示
该向量随时间朝顺时针转动

2 f(t) 表示作用于单位向量的变换

3
∫ t2
t1
()dt 表示对作用之后的向量的积分
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傅里叶变换

余弦信号变换3

3https://www.bilibili.com/video/BV1Vd4y1e7pj
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傅立叶变换

傅立叶变换理解： ∫ t2

t1

f(t)e−2πivtdt

在上述例子中，傅里叶变换的第二层将一个余弦函数按照频
率 f“卷”了起来，成为复平面上的一朵花（一条曲线）

不难发现，傅里叶变换是对单个函数的先“卷”后“积”，而
卷积是对两个函数中的一个先“卷”后“积”，他们之间难道
有什么关系吗？
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卷积与傅里叶变换

傅里叶变换：将时间的函数转化为频率的函数

F{f}(v) =
∫ t2

t1

f(t)e−2πivtdt

傅里叶逆变换：将频率的函数转化回时间的函数

F{f}−1(t) =

∫ t2

t1

f(v)e2πivtdv

卷积：

h(n) = (f ∗ g)(n) =
∫ ∞

−∞
f(τ)g(n− τ)dτ

傅立叶变换与卷积的数学形式惊人相似！
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卷积与傅里叶变换

h(n) =

∫ ∞

−∞
f(τ)g(n− τ)dτ

F{f ∗ g}(v) = F{h}(v)

=

∫
R
h(n)e−2πin·vdn

=

∫
R

∫
R
f(τ)g(n− τ)e−2πin·vdτdn

=

∫
R
f(τ)

(∫
R
g(n− τ)e−2πin·vdn

)
dτ

此处进行了一次“交换积分次序”
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卷积与傅里叶变换

代入 y = n− τ ; dy = dn

F{f ∗ g}(v) =
∫
R
f(τ)

(∫
R
g(y)e−2πi(y+τ)·vdy

)
dτ

=

∫
R
f(τ)e−2πiτ ·v

(∫
R
g(y)e−2πiy·vdy

)
dτ

=

∫
R
f(τ)e−2πiτ ·vdτ

∫
R
g(y)e−2πiy·vdy

= F{f}(v) · F{g}(v)

最后对等式的两边同时作傅里叶逆变换 F−1 ，得到

f ∗ g = F−1{F{f} · F{g}}
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图卷积

f ∗ g = F−1{F{f} · F{g}}

两个函数的卷积可以写成
这两个函数傅立叶变换后乘积的反卷积。

有了卷积和傅立叶变换的关系
图上的卷积转化为图上的傅立叶变换！

图上的卷积
1 定义图上的傅立叶变换/逆变换
2 定义图上的信号 f
3 定义图上的操作 g（学习目标）
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图傅里叶变换

用 w 表示 2πv，傅立叶变换可转化为：

F [f(t)] = f̂(v) =

∫
f(t)e−iwtdt

e−iwt 是复平面上的一个旋转向量（基向量），傅立叶变换等
价于信号 f(t) 在该基向量上投影的积分

基向量 e−iwt 与图数据有何关系？
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拉普拉斯算子

拉普拉斯算子
一个函数的拉普拉斯算子定义为函数梯度 (∇f) 的散度 (∇·) ，即

∆f = ∇2f =
n∑

i=1

∂2f

∂x2
i

将拉普拉斯算子作用于 e−iwt 上，也就是求二阶导数，有

∆e−iwt =
∂2e−iwt

∂t2
= −w2e−iwt

拉普拉斯算子本质上是一种变换，可以用矩阵表示。

拉普拉斯算子对应的变换矩阵是什么？
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从拉普拉斯算子到拉普拉斯矩阵

考虑离散拉普拉斯算子。离散函数的导数如下所示

∂f

∂x
= f ′(x) = f(x+ 1)− f(x)

∂2f

∂x2
= f ′′(x) ≈ f ′(x)− f ′(x− 1)

= f(x+ 1) + f(x− 1)− 2f(x)

周晟 (浙江大学 软件学院) 图神经网络导论 2024.11.19 62 / 94



拉普拉斯算子-拉普拉斯矩阵

二维离散函数的二阶导数如下：

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2

= f(x+ 1, y) + f(x− 1, y)− 2f(x, y)

+ f(x, y + 1) + f(x, y − 1)− 2f(x, y)

= f(x+ 1, y) + f(x− 1, y) + f(x, y + 1) + f(x, y − 1)− 4f(x, y)

二阶导数等于其在所有自由度上进行一次运动之后获得的增益的
和。二维离散函数的自由度分别是 x，y 两个维度的 +1 和 −1 共
四个方向。
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图上的自由度

图上的自由度

给定一个有 n 个节点的图，在离散的图上，从 i 节点出发的一次
运动可以到达任意邻居。若该图为无权图，则所有邻居到达概率
一致，若该图为有权图，则可达概率与权重成正比。

设 f 函数的定义域为离散的 1, 2, · · · , n ，用 fi 表示 f 在 i 节点
处的取值。
根据图上自由度的定义，图上的拉普拉斯算子定义如下：

∆fi =
n∑

j=1

wij (fi − fj) = difi −
n∑

j=1

wijfj
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图拉普拉斯

∆fi =
n∑

j=1

wij (fi − fj) = difi −
n∑

j=1

wijfj

对应的变换矩阵为：

∆f =

 ∆f1
...

∆fn

 = (D −W )f = Lf

结合拉普拉斯算子的定义和图上自由度的定义，得到了图上的拉
普拉斯矩阵。
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图相关矩阵定义：邻接矩阵

邻接矩阵，记作 W，有时也记作 A，i, j 位置的元素表示第 i 个
节点和第 j 个节点的权重或连通信息

W = A =


0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 1 0


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图相关矩阵定义：度矩阵

度矩阵 D，仅对角线上有元素，第 i 行表示第 i 个节点的度

D =


2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 2


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图相关矩阵定义：拉普拉斯矩阵

拉普拉斯矩阵的定义为：L = D −W

L = D −W =


2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 2

 −


0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 1 0



L = D −W =


2 −1 −1 0 0
−1 2 0 −1 0
−1 0 3 −1 −1
0 −1 −1 3 −1
0 0 −1 −1 2


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拉普拉斯矩阵

拉普拉斯矩阵的性质
1 对称矩阵

L = LT

2 半正定
xTLx ≥ 0

半正定性决定了拉普拉斯矩阵一定存在 N 个相互正交的特征向量
（正交基）
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拉普拉斯矩阵半正定性

xTLx = xTDx− xTAx =
n∑

i=1

dix
2
i −

n∑
i,j=1

xixjAij

=
1

2

(
n∑

i=1

dix
2
i − 2

n∑
i,j

xixjAij +
n∑

j=1

djx
2
j

)

=
1

2

(
n∑

i=1

(
n∑

j=1

Aij

)
x2
i − 2

n∑
i,j

xixjAij +
n∑

j=1

(
n∑

i=1

Aji

)
x2
j

)

=
1

2

(
n∑

i,j=1

Aijx
2
i − 2

n∑
i,j=1

xixjAij +
n∑

j,i=1

Ajix
2
j

)

=
1

2

n∑
i,j=1

Aij

(
x2
i − 2xixj + x2

j

)
=

1

2

n∑
i,j=1

Aij (xi − xj)
2 ≥ 0.

周晟 (浙江大学 软件学院) 图神经网络导论 2024.11.19 70 / 94



从拉普拉斯算子到拉普拉斯矩阵

拉普拉斯矩阵的特征向量
拉普拉斯算子的定义 ∆e−iwt = −w2e−iwt，图上的拉普拉斯算子
对应的变换矩阵是图拉普拉斯矩阵，因此 e−iwt 是图拉普拉斯矩
阵的特征向量。

e−iwt 可通过特征分解求得：

L = UΛUT

其中
U = [u1, · · · , un]

表示特征向量
Λ = diag ([λ1, · · · , λn])

表示特征值
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图傅里叶变换

图傅立叶变换矩阵形式定义：

f̂ = UTf

图傅立叶逆变换矩阵形式定义：

f = Uf̂

U 是图拉普拉斯矩阵的特征向量。
图傅里叶变换的实质就是对图上节点的信号做了一次线性变换，
而这个线性变换包含了图拓扑的信息
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图上的卷积

已知卷积可以写成傅里叶变换的形式

f ∗ g = F−1{F{f} · F{g}}

已知图傅里叶变换及其逆变换：

GF{f} = UTf , IGF{f} = Uf

图卷积公式则呼之欲出：

f ∗ g = U
(
UTf · UT g

)
UTg 怎么定义？
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图傅里叶变换-卷积

f ∗ g = U
(
UTf · UT g

)
通过简单的恒等变换:

UT g = [θ0, · · · ,θn−1]
T

gθ = diag ([θ0, · · · ,θn−1])

图上的卷积可以表示为：

f ∗ g = U
((
UTf

)
·
(
UTg

))
f ∗ g = UgθU

Tf
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图傅里叶变换与图卷积

f ∗ g = UgθU
Tf

图卷积操作可以通过如下的变换实现：

1 图信号的傅立叶变换，从时域转化为频域

GF{f} = UTf

2 频域基变换操作

gθ = diag ([θ0, · · · ,θn−1])

3 傅立叶逆变换
IGF{f̂} = Uf̂
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1 经典图神经网络

2 卷积

3 图傅立叶变换

4 卷积图神经网络实例
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Spectral GCN

参考 CNN 中通过池化和子采样层减少网格大小的方式，在图上进行多
尺度聚类
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Spectral GCN

x ∗ y = UgθU
Tx

[Bruna et al., 2013] 中的谱图卷积神经网络：

xk+1,j = h

(
fk∑
i=1

UFk,i,jU
Txk,i

)
j = 1, · · · , fk+1

i = 1, · · · , fk−1

fk 类比于 CV 里面的卷积核个数，
h 表示非线性激活函数
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ChebyNET[Tang et al., 2019]

谱域图卷积的缺陷
1 计算拉普拉斯矩阵的特征值特征向量时间复杂度高，尤其是
在大规模图数据上。

2 频域卷积无约束，容易丢失结构信息

无约束频域卷积丢失结构信息：

gθ(L) = I− L2

2!
+

L4

4!
. . .

当 L 的幂次足够大时，每个节点将与网络中的所有节点共享信
号。
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ChebyNET
谱域图卷积操作的恒等变换：

y = gθ(L)x = gθ
(
UΛUT

)
x = Ugθ(Λ)U

Tx

而 Chebyshev 网络就是把 gθ(Λ) 近似为切比雪夫多项式的 K
阶截断:

gθ(Λ) ≈
K∑
k=0

θkTk(Λ̃), Λ̃ = 2Λn/λmax − In

采用切比雪夫多项式是因为它可以循环递归求解。为了避免
特征值分解，我们可将上述改写为关于 L 的函数如下:

y = U
K∑
k=0

θkTk(Λ̃)U
Tx =

K∑
k=0

θkTk(L̃)x, L̃ = 2L/λmax − In
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ChebyNET

换一种更清晰的写法

gβ(Λ) =
K∑
k=0

βkΛ
k Λ = diag (λ1, λ2, · · · , λn)

因为 UΛkUT =
(
UΛUT

)k
= L̃k，L̃ = 2

λmax
L− IN

卷积公式就可以写成

x ∗G y = Ugβ(Λ)U
Tx =

K∑
k=0

βkL̃
kx
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Spectral GCN VS ChebyNET 异同

不再需要特征向量分解

时间复杂度从 O (n2) 降到了 O(|E|)

x ∗G y = Ugθ(Λ)U
Tx =

K∑
k=0

βkL̃
kx

卷积的范围仅限于距离中心节点 k 跳的邻居节点范围中
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ChebyNET-GCN

x ∗G y = Ugθ(Λ)U
Tx =

K∑
k=0

βkL̃
kx

设定 k = 1 那卷积公式可以简化为

x ∗G y ≈ β′
0x+ β′

1(L− IN)x

进一步减少参数

β = β′
0 = β′

1

x ∗G y ≈ β (L) x
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ChebyNET-GCN

设定 k = 1，也就是只考虑一阶邻居信息，卷积公式可以简
化为：

x ∗G y ≈ β (L) x

当图中每个节点的表示不是单独的标量而是一个大小为 C
的向量时，可以使用其变体进行处理:

Z = LXΘ

其中，Θ ∈ RC×F 表示参数矩阵，Z ∈ RN×F 为相应的卷积结
果。此时，每个节点的节点表示被更新成了一个新的 F 维向
量，该 F 维向量包含了相应的一阶邻居上的信息。
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ChebyNET-GCN

Z = LXΘ

再加上非线性激活函数，我们可以得到图卷积网络的最终公
式：

H(l+1) = σ
(
LH(l)W (l)

)
其中，第 l 层网络的输入为 H(l) ∈ RN×D (初始输入为
H(0) = X )，N 为图中的节点数量，每个节点使用 D 维的特
征向量进行表示。

周晟 (浙江大学 软件学院) 图神经网络导论 2024.11.19 85 / 94



ChebyNET-GCN

H(l+1) = σ
(
LH(l)W (l)

)
这样做有什么问题？
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归一化拉普拉斯

采用加法规则时，对于度大的节点特征越来越大，而对于度
小的节点却相反，这可能导致网络训练过程中梯度爆炸或者
消失的问题

所以我们需要对 L 进行归一化：定义归一化拉普拉斯如下：

L̂sym = D̂−1/2ÂD̂−1/2

Â = A+ I

D̂ = D + I

简单的归一化方法: D̂−1Â

但是这样得到的矩阵是非对称阵

所以使用 D̂−1/2ÂD̂−1/2
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归一化拉普拉斯

A =


0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 0 0 1 1
0 1 1 0 1
0 0 1 1 0

 , Â =


1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
1 0 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 1



D =


2 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 3 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 2

 , D̂ =


3 0 0 0 0
0 3 0 0 0
0 0 4 0 0
0 0 0 4 0
0 0 0 0 3


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图傅里叶变换

D̂−1 =


1/3 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0
0 0 1/4 0 0
0 0 0 1/4 0
0 0 0 0 1/3



D̂−1Â =


1/3 1/3 1/3 0 0
1/3 1/3 0 0 0
1/4 0 1/4 1/4 1/4
0 1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/3 1/3 1/3


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图傅里叶变换

D̂−1Â =


1/3 1/3 1/3 0 0
1/3 1/3 0 0 0
1/4 0 1/4 1/4 1/4
0 1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 1/3 1/3 1/3


该矩阵不满足拉普拉斯矩阵的对称性和半正定！

解决方案

对 Â 左乘 D̂−1/2, 右乘 D̂−1/2, 得到 D̂−1/2ÂD̂−1/2 。

这样既得到了近似的归一化也保持了矩阵对称性。(左乘是行变
换，右乘是列变换。)
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图傅里叶变换

D̂−1/2ÂD̂−1/2 =


1√
3
√
3

1√
3
√
3

1√
3
√
4

0 0
1√
3
√
3

1√
3
√
3

0 1√
3
√
4

0
1√
4
√
3

0 1√
4
√
4

1√
4
√
4

1√
4
√
3

0 1√
4
√
3

1√
4
√
4

1√
4
√
4

1√
3
√
4

0 0 1√
3
√
4

1√
3
√
4

1√
3
√
3


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图傅里叶变换

H(l+1) = σ
(
D̃− 1

2 ÃD̃− 1
2H(l)W (l)

)
等价于：

hv = f

 1

|N (v)|
∑

u∈N (v)

Wxu + b

 , ∀v ∈ V
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